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Resumen. La complejidad de los problemas que plantea la investigacion en
didactica de la matematica, situada en el cruce de diversas disciplinas académicas,
explica la variedad de teorias que se usan para abordarlos y, por tanto, la necesidad
de clarificar, comparar y articular dichas teorias. En este trabajo explico el origen
del enfoque ontosemiotico (EOS) como una propuesta de elaboracion de un sistema
teorico modular e inclusivo para la diddctica de la matematica, con el objetivo de
construir un sistema de herramientas necesarias y suficientes para abordar, no solo
el problema educativo-instruccional propio de la diddctica, sino también los
problemas epistemologicos, ontologicos y psicologicos implicados. En una primera
etapa se introdujo la nocion de significado pragmdtico y configuracion ontosemiotica
mediante las cuales, sobre bases antropologicas y semioticas, se articulan las
nociones de conocimiento y saber usados en la didactica francesa. Tras una breve
descripcion de las herramientas del EOS, se incluye también una sintesis de diversos
trabajos en los cuales se aborda la articulacion de dichas herramientas con otros
marcos teoricos, indicando la complejidad del problema de hibridacion de teorias y
la amplitud de las cuestiones pendientes.

Palabras claves: educacidon matematica, marcos teodricos, enfoque ontosemiotico,
articulacion de teorias.

Abstract. The complexity of the problems posed by research in didactics of
mathematics, located at the crossroads of various academic disciplines, explains the
variety of theories used to address them and, therefore, the need to clarify, compare
and articulate these theories. In this paper, I explain the origin of the onto-semiotic
approach (OSA) as a proposal for the elaboration of a modular and inclusive
theoretical system for the didactics of mathematics, with the aim of building a system
of necessary and sufficient tools to address not only the educational-instructional
problem of didactics, but also the epistemological, ontological and psychological
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problems involved. In a first stage, the notion of pragmatic meaning and onto-
semiotic configuration was introduced, by means of which, the notions of knowledge
and savoir in the French didactics are articulated using anthropological and semiotic
bases. After a brief description of the OSA tools, a synthesis of various publications is
also included, in which the articulation of these tools with other theoretical
frameworks is addressed, indicating the complexity of the problem of hybridisation of
theories and the extent of the outstanding questions.

Keywords: mathematics education, theoretical frameworks, onto-semiotic approach,
articulation of theories.

Sunto. La complessita dei problemi posti dalla ricerca in didattica matematica,
situata al crocevia di varie discipline accademiche, spiega la varieta delle teorie
utilizzate per affrontarle e, quindi, la necessita di chiarire, confrontare e articolare
tali teorie. In questo lavoro spiego [’origine dell’approccio ontosemiotico (AOS)
come proposta per l’elaborazione di un sistema teorico modulare e inclusivo per la
didattica della matematica, con [’obiettivo di costruire un sistema di strumenti
necessari e sufficienti per affrontare, non solo il problema educativo-didattico
specifico della didattica, ma anche i problemi epistemologici, ontologici e psicologici
coinvolti. In una prima fase e stata introdotta la nozione di significato pragmatico e
di configurazione ontosemiotica attraverso la quale, su basi antropologiche e
semiotiche, si articolano le nozioni di conoscenza e sapere utilizzate nella didattica
francese. Dopo una breve descrizione degli strumenti dell’AOS, si include anche una
sintesi di diversi lavori nei quali viene affrontata l’articolazione di questi strumenti
con altri quadri teorici, indicando la complessita del problema dell’ibridazione fra
teorie e ['ampiezza delle questioni che restano in sospeso.

Parole chiave: didattica della matematica, quadri teorici, approccio ontosemiotico,
articolazione di teorie.

1. Introduccion

La articulacion de marcos tedricos (networking theories) esta recibiendo una
atencion particular por diversos autores (Prediger, Bikner-Ahsbahs, &
Arzarello 2008; Radford 2008a), quienes consideran que la coexistencia de
diversas teorias para explicar los fendémenos de una disciplina como la
didactica de la matematica puede ser, hasta cierto punto, inevitable y
enriquecedora, pero al mismo tiempo puede constituir una rémora para su
consolidacion como un campo cientifico. Prediger et al. (2008) describen
diferentes estrategias y métodos para articular teorias, que van desde ignorarse
entre si, a la unificacion global. Desafortunadamente, esas estrategias de
integracion y sintesis de teorias no se estan aplicando a nivel internacional,
como se puede ver en el resultado final de uno de los esfuerzos mas
destacados en esa direccion, como es el libro “Networking of theories as a
research practice in mathematics education” (Bikner-Ahsbahs & Prediger,
2014). Como resalta Ruthven en dicho libro, a pesar de las limitaciones que
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revela la confrontacion de las cinco teorias estudiadas, al entrar en
competicion cada una de ellas se esfuerza por defender su propia identidad.

Personalmente considero que el progreso en cualquier disciplina, y en
particular en didactica de la matematica, debe tener en cuenta el principio
conocido como “navaja de Occam”, o principio de parsimonia, economia, o
concision, usado en logica y resolucion de problemas. Este principio afirma
que, entre hipdtesis competitivas, deberia ser seleccionada la hipdtesis con
menos supuestos En otras palabras, la explicacion mas simple es usualmente la
mejor. La aplicacion de la navaja de Occam al campo de la educacion
matematica justifica los esfuerzos realizados en el campo por comparar,
articular y unificar teorias.

Pero también es necesario tener en cuenta la frase atribuida a Einstein:
“Todo se deberia mantener lo mas simple posible, pero no mas”, que puede
considerarse como una formulacion del principio conocido como “anti-navaja
de Chatton™: “Si una explicacion no determina satisfactoriamente la verdad de
una proposicion, y se esta seguro de que es verdadera, se debe requerir alguna
otra explicacion”. La existencia de una multiplicidad de teorias en educacion
matematica es una consecuencia de la aplicacion implicita de la anti-navaja de
Chatton, mientras que los esfuerzos de comparacion, articulacion y unificacion
de teorias es resultado de la aplicacion, también implicita, de la navaja de
Occam. Parece conveniente reconocer que ambos principios no son
contrapuestos y que una posicion racional ante la multiplicidad de teorias debe
ser explorar la sinergia que pueda haber dichos principios.

Considero necesario tratar de comparar, coordinar ¢ integrar las teorias en
un marco que incluya las herramientas necesarias y suficientes, respetando el
principio fundamental de parsimonia metodologica. Este problema se puede
formular en los siguientes términos:

Dadas las teorias Ty, T», ... T,, focalizadas sobre una misma problemadtica de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, ;jes posible elaborar una teoria T
que incluya las herramientas necesarias y suficientes para realizar el trabajo de
las T; (1 <i<n)?

Aunque no sea posible, o incluso deseable, tratar de construir una ‘teoria
holistica que lo explique todo’, la educacion matematica puede progresar en la
construccion de un sistema conceptual coherente y herramientas
metodologicas que hagan posible los analisis de nivel macro y micro de las
dimensiones epistémica, ecoldgica, cognitiva, afectiva e instruccional
implicadas en los procesos de ensefianza y aprendizaje, y sus interacciones.
Como sugiere Ruthven,

Esto implica adoptar un punto de vista modular, tanto con respecto a la
descomposicion de las teorias en componentes de herramientas analiticas y con
respecto a la composicion de herramientas provenientes de diferentes teorias;
mediante la posibilidad de que una teoria tome prestadas herramientas de otra o
de la improvisacion de nuevos marcos que combinen herramientas de varias
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teorias fuente para abordar un nuevo tipo de cuestidon o un tipo antiguo de
cuestiones de una nueva manera. (Ruthven, 2014, p. 278)

En este trabajo voy a presentar una sintesis de los analisis y reflexiones sobre
distintas teorias usadas en educacion matematica que han dado lugar a la
emergencia del sistema tedrico del Enfoque Ontosemiodtico (EOS) del
conocimiento y la instrucciéon matematicos (Godino & Batanero, 1994;
Godino, 2002; Godino, Batanero, & Font, 2019). En Godino (2017) se
presenta el EOS como un sistema teorico modular e inclusivo que trata de
proporcionar principios y herramientas metodologicas para abordar los
problemas epistemoldgicos, ontolégicos, cognitivos, instruccionales 'y
ecologicos inherentes a los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Se han realizado diversas publicaciones en las cuales se estudian
las concordancias y complementariedades entre el EOS y otros marcos
tedricos. En este articulo haré una sintesis del trabajo de articulacion de teorias
que venimos realizando, identificando aspectos que se deben desarrollar.

El articulo incluye los siguientes apartados. Después de esta seccion
introductoria, en las secciones 2 y 3, abordo la cuestion de como se concibe la
nocioén de conocimiento y saber en cuatro teorias de la didactica francesa,
problematica que motivo la emergencia del EOS con el trabajo sobre
significados institucionales y personales de los objetos matematicos (Godino
& Batanero, 1994). Este trabajo y posteriores desarrollos del mismo (Godino,
2002) constituye una primera etapa de articulacion de teorias centrada en los
problemas epistemologicos, ontoldgicos y psicologicos en didactica de las
matematicas. En la seccion 4 describo los problemas educativo-instruccionales
y de formacion de profesores propios de la didactica y las diferentes
herramientas tedricas elaboradas en el marco del EOS para abordarlos. En la
seccion 5 describo de manera sucinta diversos trabajos de articulacion de
marcos teoricos desde la perspectiva del EOS como una segunda etapa de
hibridacion de teorias. Finalizo el articulo con algunas reflexiones sobre la
hibridacion y competicion de marcos teoricos en educacion matematica.

2. La cuestion de la unificacion de teorias

En este apartado y en el siguiente voy a tratar de argumentar la necesidad y
utilidad de articular teorias (internas y locales) sobre educacion matematica,
usando como ejemplo cuatro teorias bien conocidas en el ambito de la
“didactica francesa”: la Teoria de los Campos Conceptuales (TCC, Vergnaud,
1990; 2009), la Teoria de los registros de representacion semiotica (TRRS,
Duval, 1995; 1996), la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD, Brousseau,
1986; 1998) y la Teoria Antropologica de lo Didéctico (TAD, Chevallard,
1992; 1999). Las dos primeras centran la atencién en la dimensidon cognitiva
(conocimiento individual o subjetivo) mientras las dos ultimas lo hacen
basicamente en la dimension epistémica (conocimiento institucional u
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objetivo). Consideramos, no obstante, que la consolidacion de la didactica de
las matematicas como disciplina tecno-cientifica pasa por abordar cuestiones
tales como:

e Cuales son los problemas, principios y metodologias que se abordan y
usan en cada marco teorico?

e /Qué redundancias hay en las herramientas de estos marcos? ;Son
incompatibles entre si?

e Pueden convivir de manera sinérgica las herramientas cognitivas de un
marco con las epistémicas de otro?

e /Seria util construir un sistema tedrico que tenga en cuenta las diversas
dimensiones implicadas (epistémica, cognitiva, instruccional y ecologica),
evitando redundancias? ;Cudles serian las nociones primitivas y
postulados bésicos de dicho nuevo sistema?

Es claro que no podemos abordar aqui estas cuestiones, sino solo mostrar su
pertinencia y la potencial utilidad de avanzar hacia un sistema tedrico que
articule de manera coherente los enfoques epistémicos y cognitivos, con el
objetivo de lograr disefios instruccionales efectivos. Con ese fin describo
brevemente algunas nociones basicas de estos modelos cuya clarificacion,
confrontacion y articulacion podria ser productiva. Solo se mencionan, de
manera sucinta, como se concibe en estas teorias el conocimiento, desde el
punto de vista epistémico en unas y cognitivo en otras. Este no es el lugar para
hacer una comparacién o posible articulacion de estas teorias en sus diversos
componentes; se trata de ejemplificar una estrategia de networking, basada en
el analisis racional y posible hibridacion de las herramientas conceptuales
usadas en cada caso. Se deja fuera de discusion y articulacion el sistema de
resultados que los marcos teéricos hayan podido desarrollar.

Esta estrategia ha dado origen al denominado Enfoque Ontosemidtico
(EOS) en Didactica de la Matematica, en un intento de articulacion de las
mencionadas teorias y otras relacionadas desde una aproximacioén que
describen como ontosemidtica. Las teorias se pueden concebir bajo una doble
perspectiva:

1. En un sentido restringido, como “sistema de herramientas” (conceptos,
principios y metodologias) que se usan para responder a un conjunto de
cuestiones propias de un campo de indagacion; esta interpretacion puede
ser similar a la tripleta propuesta en Radford (2008a) — Principios,
M¢étodos y Cuestiones.

2. En un sentido ampliado, incluyendo ademéas de los anteriores
componentes, el “sistema de resultados” (saberes) que se van obteniendo
como resultado de aplicar las herramientas a las cuestiones.

En principio, cualquier teoria puede producir conocimientos valiosos que

ayudan a comprender el campo y actuar sobre el mismo de manera

fundamentada. Pero las diversas teorias, pueden ser redundantes,
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contradictorias, insuficientes, 0 mas o menos eficaces para realizar el trabajo
pretendido. La clarificacién, comparacion y posible articulacion de teorias se
orienta, por tanto, a la elaboracioén de un sistema de herramientas conceptuales
y metodologicas optimo, que potencie la investigacion en el campo. Se asume
que tal articulacion de teorias se puede hacer mediante el andlisis racional de
los elementos constituyentes de las teorias y la elaboracion de nuevas
herramientas conceptuales cuando la mera amalgama de las existentes no se
considera posible o pertinente. Como trataré¢ de mostrar esta estrategia de
articulacion ha dado origen a una nueva nocion teorica para el analisis
epistemologico, ontoldgico y cognitivo, la configuracion ontosemidtica
(Figura 1), que incorpora de manera hibrida elementos de las nociones de
concepto, concepcidon, esquema, praxeologia matematica y registro de
representacion semidtica.

3. Una primera etapa de articulacion de teorias: Problemas
epistemoldgicos, ontoldgicos y psicologicos en didactica de la
matematica

Aunque la didactica de la matematica es una disciplina educativa y, por tanto,
basicamente es una sociotecnologia (Bunge, 1998), que debe buscar como
mejorar los procesos de enseflanza y aprendizaje de las matematicas, es
necesario que aborde previamente problemas de caracter cientifico, esto es,
descriptivo, explicativo y predictivo. Como se describe en Godino et al. (2019)
la didactica de la matematica debe abordar los problemas epistemologicos:
(Como emerge y se desarrolla la matematica?; ontoldgico: ;Qué es un objeto
matematico? ;Qué tipos de objetos intervienen en la actividad matematica?;
semiotico-cognitivo: ;Qué es conocer un objeto matematico? ;Qué significa el
objeto para un sujeto en un momento y circunstancias dadas?

Estas cuestiones han sido fundamentales en la didactica francesa y sus
respuestas han sido el punto de partida de la teoria de los significados y
configuraciones ontosemidticas del EOS.

3.1. La nocién de conocimiento en la didactica francesa

La contribucion teérica de Duval (1995) se inscribe dentro de la linea de
indagacion que postula una naturaleza mental (las representaciones internas)
para el conocimiento matematico, y que atribuye un papel esencial al lenguaje
en sus diversas manifestaciones en los procesos de formacion y aprehension
de las representaciones mentales (noesis). Se considera imprescindible en la
generacion y desarrollo de los objetos matematicos la disponibilidad y uso de
diversos sistemas de representacion semiotica, sus transformaciones y
conversiones, pero la semiosis (produccion y aprehension de representaciones
materiales) no es espontdnea y su dominio debe ser un objetivo de la
ensefanza. Una atencion particular debe darse a la conversion entre registros
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de representacion semiotica no congruentes entre si. La semiotica cognitiva
elaborada por Duval aporta otras nociones utiles para estudiar los fendémenos
del aprendizaje matematico [tipos de funciones discursivas y meta-discursivas
del lenguaje, diferenciacion funcional y coordinacion de registros, etc. (Duval
1996)].

La TCC (Vergnaud 1990; 2009) ha introducido un conjunto de nociones
tedricas para analizar los procesos de construccion del conocimiento por parte
de los aprendices. Esta es la razén por la que consideramos a este modelo
tedrico dentro del programa cognitivo, reconociendo, no obstante, que algunas
nociones tedricas elaboradas (campo conceptual) tienen una naturaleza
epistémica. La nocidon cognitiva basica para Vergnaud es la de esquema. El
esquema se describe como “la organizacion invariante de la conducta para una
clase de situaciones dadas” (Vergnaud 1990, p. 136). El autor indica que “es
en los esquemas donde se deben investigar los conocimientos en acto del
sujeto que son los elementos cognitivos que permiten a la accion del sujeto ser
operatoria”. Cada esquema es relativo a una clase de situaciones cuyas
caracteristicas son bien definidas. Propone también una nocion de concepto a
la que parece atribuir una naturaleza cognitiva al incorporar en la misma los
invariantes operatorios “sobre los que reposa la operacionalidad de los
esquemas”. Esta nocion es distinta de lo que son los conceptos y teoremas en
la ciencia, para los que no propone una conceptualizacion explicita. En cuanto
a la nocion de campo conceptual, en una primera descripcion se entiende
como “conjunto de situaciones”. Pero a continuacion aclara que junto a las
situaciones se deben considerar también los conceptos y teoremas que se
ponen en juego en la solucion de tales situaciones.

Para la TSD el saber a ensefiar tiene una existencia cultural, preexistente y,
en cierta forma, independiente de las personas e instituciones interesadas en su
construccion y comunicacion. El andlisis de los procesos de comunicacion y
reconstruccion de dichos saberes por el sujeto, bajo la forma de
conocimientos, en el seno de los sistemas didacticos es el objetivo
fundamental de la didactica. La transposicion didactica, nocion desarrollada en
el marco de la TAD, da cuenta de las adaptaciones de estos saberes para su
estudio en el contexto escolar, dando lugar a distintas variedades epistémicas
de un mismo saber.

En cuanto a las nociones usadas en la TSD para referirse a los
“conocimientos del sujeto” encontramos el uso de ‘representacion’, en el
sentido de representacion interna; en otras ocasiones utiliza la expresion
“modelos implicitos” para dichos conocimientos y representaciones. Se
interpretan los modelos implicitos como “formas de conocimiento”, las cuales
“no funcionan de manera completamente independiente, ni de manera
completamente integrada, para controlar las interacciones del sujeto.

La TAD se ha centrado hasta el momento, casi de manera exclusiva, en la
dimension institucional del conocimiento matemadtico. Las nociones de
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organizacion matematica y relacion institucional al objeto se proponen como
los instrumentos para describir la actividad matematica y los objetos
institucionales emergentes de tal actividad. La dimensidn cognitiva se describe
en términos de la “relacion personal al objeto”, que se propone como sustituto,
en cierta manera, de las nociones propuestas desde la psicologia (concepcion,
intuicion, esquema, representacion interna, etc.). Pero esta nocion de relacion
personal al objeto no ha sido desarrollada, al postularse como previa y verse
como determinante de las mismas la caracterizacion de las praxeologias
matematicas y el estudio de las relaciones institucionales al saber.

3.2. Significado y configuraciones epistémica y cognitiva en el EOS

La breve sintesis presentada de las nociones usadas en las cuatro teorias para
describir el conocimiento matematico, desde el punto de vista institucional
(epistémico) — saber, campo conceptual, praxeologia matematica, relacion
institucional al objeto, etc. y personal (cognitivo) — conocimiento, concepcion,
esquema, representacion interna, modelo implicito, relacion personal al objeto,
etc. — muestra que la simple superposicion, o el uso indiscriminado de las
mismas para describir los fenomenos de transposicion didactica y de
aprendizaje matematico solo puede crear confusion.

Esta es una de las razones por la que Godino y Batanero (1994)
comenzaron a sentar las bases de un modelo ontologico, epistemologico y
cognitivo relativo al conocimiento matematico sobre bases antropoldgicas,
ontologicas y semioticas. Con un estilo que recuerda los trabajos de
fundamentacidon axiomatica de las matematicas estos autores comenzaron
definiendo las nociones primitivas de practica matematica, institucion,
practicas institucionales y personales, objeto institucional y personal,
significado de un objeto institucional y personal, conocimiento y comprension
del objeto. Estas nociones fueron complementadas en trabajos posteriores
(Godino 2002) con una tipologia de objetos y procesos matematicos primarios,
asi como con una interpretacion de la nocion de funcidén semidtica (relacion
triadica entre dos objetos, antecedente y consecuente, segun un criterio o regla
de correspondencia) que permite elaborar una nocidn operativa de
conocimiento (significado, comprensiéon y competencia) (Figura 1). Estas
nociones pueden incluir a las correspondientes a los enfoques epistemoldgicos
y cognitivos usadas en didactica de la matematica, como se explica en Godino,
Font, Contreras y Wilhelmi (2006).

En la Figura 1 se destacan como elementos claves de la modelizacion
epistemologica y cognitiva del conocimiento matematico que propone el EOS
las nociones de practica, objeto, proceso (secuencia de practicas de las que
emerge el objeto) y funcion semiodtica (nocidon mediante la cual se relacionan
las diversas entidades de manera referencial y operacional). Se puede pensar
que con estos cuatro elementos se tiene una version similar a la tripleta
conceptual de la TCC, o a la de praxeologia de la TAD. Sin embargo, en el
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EOS se ha elaborado una tipologia explicita de objetos (y de sus respectivos
procesos) que permite realizar descripciones de la actividad matematica mas
analiticas y explicativas que las correspondientes a otros modelos tedricos.

Figura 1
Entidades primarias de la ontologia y epistemologia EOS

/ CONFIGURACION ONTOSEMIOTICA \
(Institucional y personal)
PRACTICAS OBJETOS

(Operativas vEl
Discursivas PROCESOS (Primarios y
Normativas) Secundarios)

FUNCIONES SEMIOTICAS
(Significado, conocimiento, comprension;
competencia, disposicion)

TRASFONDO ECOLOGICO RELATIVIDAD INSTITUCIONAL, PERSONAL Y
DE LAS PRACTICAS CONTEXTUAL DE LAS PRACTICAS, OBJETOS

(Material, biologico y social) Y SIGNIFICADOS

En concreto se propone que en las practicas matemadticas intervienen los
siguientes seis tipos de objetos: situaciones—problemas, lenguajes, conceptos
(en su acepcidn de entidades que se definen),? procedimientos, proposiciones y
argumentos. Ademas, estas entidades primarias se pueden contemplar desde
cinco puntos de vista duales: personal — institucional; ostensivo—no ostensivo;
extensivo—intensivo; unitario—sistematico; expresion—contenido (Godino,
Batanero, & Font, 2007; Font, Godino, & Gallardo, 2013).

3.3. Concordancias y complementariedades

Las teorias mencionadas (RRS, TCC, TSD, TAD) dan un peso muy diferente
al aspecto personal e institucional del conocimiento matematico y a su
dependencia contextual. En el EOS se postula que los sistemas de practicas y
los objetos emergentes son relativos a los contextos de uso, a las instituciones
en que tienen lugar las practicas y a los sujetos implicados en las mismas

2 Este uso de concepto—definicion es diferente a concepto—sistema, que es el que modeliza la
TCC. La nocion de configuracion ontosemidtica viene a modelizar al concepto entendido
como sistema (tripleta conceptual).
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(juegos de lenguaje y formas de vida, Wittgenstein 1953).

La descripcion de los conocimientos de un sujeto individual sobre un
objeto O se puede hacer de una manera global con la nocioén de “sistemas de
practicas personales”. Esta nocion queda concretada mediante la trama de
funciones semioticas que el sujeto puede establecer en las que O se pone en
juego como expresion o contenido (significante, significado). Si en este
sistema de practicas distinguimos entre las que tienen una naturaleza
operatoria o procedimental ante un tipo de situaciones—problemas, respecto de
las discursivas, obtenemos un constructo que guarda una estrecha relacion con
la nocién de praxeologia (Chevallard, 1999), siempre y cuando le atribuyamos
a dicha nocion una dimensién personal, ademas de la correspondiente
dimension institucional.

Los modos de “hacer y de decir” ante ciertos tipos de problemas que ponen
en juego, por ejemplo, el “objeto funcidon” se proponen como respuesta a la
pregunta “;qué significa el objeto funcidon?” para un sujeto (o una institucion).
Esta modelizacion semiodtica del conocimiento permite interpretar la nocion de
esquema como configuracion cognitiva asociada a un subsistema de practicas,
relativas a una clase de situaciones o contextos de uso, y las nociones de
concepto—en—acto, teorema—en—acto y concepcion, como componentes
parciales constituyentes de dichas configuraciones cognitivas.

En el EOS Ila nocién de concepcion (en su version cognitiva) es
interpretada en términos de configuracion ontosemiotica personal (que incluye
los sistemas de practicas personales, objetos, procesos y relaciones). En
términos semidticos, cuando nos preguntemos por el significado de
“concepcion” de un sujeto sobre un objeto O (o sostenida en el seno de una
institucion) asignemos como contenido, “el sistema de practicas operativas y
discursivas que ese sujeto es capaz de manifestar y en las que se pone en juego
el objeto”.? Dicho sistema es relativo a unas circunstancias y momento dado y
se describe mediante la red de objetos y procesos que se ponen en juego.

Asi mismo, la comprension y el conocimiento se conciben en su faceta
dual personal — institucional, involucrando, por tanto, los sistemas de practicas
operativas, discursivas y normativas ante ciertos tipos de tareas problematicas.
El aprendizaje de un objeto O por un sujeto se interpreta como la apropiacion
de los significados institucionales de O por parte del sujeto; se produce
mediante la negociacion, el didlogo y acoplamiento progresivo de
significados.

En el EOS se ha elaborado una nocion general de significado (Godino,
Burgos, & Gea, 2021). El significado de un objeto matematico es el contenido
de cualquier funcién semidtica y, por tanto, segin el acto comunicativo
correspondiente, puede ser un objeto ostensivo o no ostensivo, extensivo—
intensivo, personal o institucional; puede referirse a un sistema de practicas, o

3 Esta es una interpretacion creativa de la maxima pragmatica de Peirce (1958).
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a un componente (situacion-problema, una notacidon, un concepto, etc.). La
nociéon de sentido se interpreta como un significado parcial, esto es, se refiere
a los subsistemas de practicas relativos a marcos o contextos de uso
determinados.

Las nociones de representacion y registro semiotico usadas por Duval y
otros autores hacen alusion, segun el EOS, a un tipo particular de funcién
semiotica representacional entre objetos ostensivos y objetos mentales (no
ostensivos). La nocioén de funcidon semidtica generaliza esta correspondencia a
cualquier tipo de objetos y, ademads, contempla otros tipos de dependencias
entre objetos. Por ejemplo, la expresion ostensiva y = 2x refiere a una funcioén
particular (entidad conceptual, no ostensiva). Entre ambas entidades se
establece una funcion semiotica de tipo representacional.* En otras situaciones
la funciéon y = 2x puede estar en representacion de la clase de funciones
polinémicas de primer grado, o del concepto general de funcion. Ahora el
antecedente y el consecuente de la funcion semidtica son entidades
conceptuales. La funcion matematica y = 2x se puede usar para modelizar
determinadas situaciones practicas, por ejemplo, para determinar el coste de x
kilos de manzanas cuyo coste unitario son 2 €. En este caso prevalece el uso o
significado pragmatico del concepto de funcion: lo que significa y = 2x es el
sistema de practicas en que tal objeto participa.

El uso que se hace en la TSD de la nocion de sentido, desde el punto de
vista del EOS, queda restringido a la correspondencia entre un objeto
matematico y las distintas situaciones fundamentales de las cuales emerge el
objeto, y "le da sus sentidos" (podemos describirlo como “significado
situacional). Segin el EOS, esta correspondencia es, sin duda, crucial, al
aportar la razdn de ser de tal objeto, su justificacion u origen fenomenologico.
Pero también se tienen que tener en cuenta las correspondencias o funciones
semioticas entre ese objeto y los restantes componentes operativos y
discursivos del sistema de practicas del que consideramos sobreviene el
objeto, entendido, bien en términos cognitivos, o bien en términos
epistémicos.

La TCC extiende la nocién de significado como “respuesta a una situacion
dada” introducida en TSD. Esta extension supone la inclusion, ademas del
componente situacional, de elementos procedimentales (esquemas) y
discursivos (conceptos y teoremas) relacionando ademas el significado con la
nocion de modelo implicito. El contenido que se considera “significado de un
objeto matematico para un sujeto” en la TCC es practicamente la globalidad

4 La nocion de funcién semidtica, en su uso referencial, se entiende como la correspondencia
entre un objeto antecedente (expresion, significante) y otro consecuente (contenido,
significado) establecida por un sujeto (persona o instituciéon) segun un criterio o regla de
correspondencia. El uso operacional o pragmatico de la funcion semiotica indica el papel o rol
que un objeto (antecedente) desempefia en una practica matematica (consecuente) (Godino,
Font, Wilhelmi, & Lurduy, 2011).
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holistica que en el EOS se describe como “sistema de practicas personales”.
Sin embargo, la nocion de funcion semiodtica y la ontologia matematica
asociada proporciona un instrumento mas general y flexible para el analisis
didactico-matematico (Godino, Burgos, & Gea, 2021).

Un aspecto esencial que permite distinguir entre los modelos teoricos es el
relativo a la dialéctica entre la dualidad institucional y personal, entre
enfoques epistemologicos y cognitivos, los cuales con frecuencia se presentan
disjuntos, dando lugar a posiciones extremas. En unos casos el acento se pone
en la dimension personal (TCC y RRS), en otros en la dimension institucional
(TAD y TSD), mientras que en el EOS se postula una relacion dialéctica entre
ambas dimensiones, por lo que pensamos puede ayudar a la articulacion entre
los restantes modelos tedricos.

4. Problemas educativos-instruccionales en didactica de la
matematica

En el marco del EOS se asume que para responder de manera cientifica a la
problematica de qué matematicas ensefiar y como es necesario abordar las
cuestiones generales de indole epistemologica, ontologica y psicoldgica
mencionados anteriormente. Ello permite plantear de manera fundamentada
las cuestiones propiamente didécticas, esto es, los problemas,

e Educativo-instruccional: ;Qué es la ensefianza? ;Qué es el aprendizaje?
(Como se relacionan?

e Ecologico: ;Qué factores condicionan y soportan el desarrollo de los
procesos instruccionales y qué normas los regulan?

e Optimizacion del proceso de instruccion: ;Qué tipo de acciones y recursos
se deberian implementar en los procesos de instruccidon para optimizar el
aprendizaje matematico?

e Formacion de profesores: ;Qué conocimientos y competencias deberian
tener los profesores para optimizar el aprendizaje en los procesos de
instruccion en matematicas?

En Godino et al. (2019) se describen los principios y herramientas

metodologicas mediante los cuales se abordan estas cuestiones centrales de la

investigacion didactica, entendida como campo de investigacion cientifica y

tecnologica. Con el enunciado conjunto de estas preguntas se muestra la

complejidad de la optimizacion de los procesos de instruccion, ya que
previamente se deben abordar estudios de indole epistemoldgica, ontologica,
cognitiva, semiotica y ecoldgica.

4.1. Teoria de las configuraciones didacticas

Para el andlisis de los procesos de instruccidon a nivel micro se ha elaborado en
el EOS la herramienta configuracion didactica (Godino, Contreras, & Font,
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2006). Se define como cualquier segmento de actividad didactica (ensefanza y
aprendizaje) comprendido entre el inicio y fin del proceso de resolucion de
una situacion—problema. Incluye, por tanto, las acciones de los estudiantes y
del profesor, asi como los medios planificados o usados para abordar la tarea.
La Figura2 resume los componentes y dinamica interna de las
configuraciones didacticas, las relaciones entre la ensefianza y el aprendizaje y
los principales procesos matematicos ligados a la modelizacién ontosemiotica
del conocimiento matematico. También se refieren algunos procesos
didacticos ligados a la conexidon entre las configuraciones instruccional y
cognitivo—afectiva: planificacion, motivacion, institucionalizacion, evaluacion,
recepcion, aceptacion, indagacion, ejercitacion y aplicacion. Otra herramienta
metodologica para el andlisis de la instruccion es la secuencia de
configuraciones didacticas que constituye una trayectoria didactica.

En toda configuracion didactica (Figura?2) se puede diferenciar tres
componentes: a) una configuracion epistémica (sistema de practicas, objetos y
procesos matematicos institucionales requeridos en la tarea), b) una
configuracion instruccional (sistema de funciones docentes, discentes y
medios instruccionales que se utilizan, asi como las interacciones entre los
distintos componentes) y ¢) una configuracion cognitiva-afectiva (sistema de
practicas, objetos y procesos matematicos personales que describe el
aprendizaje y los componentes afectivos que le acompanan).
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Figura 2
Componentes y dinamica de una configuracion didactica (Godino, 2014, p. 31)
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4.2. Teoria de la dimension normativa

Los factores y normas que regulan el proceso de ensefianza y aprendizaje han
sido objeto de investigacion en didactica de las matematicas; estas ultimas
principalmente por los autores que basan sus trabajos en el interaccionismo
simbodlico (Blumer, 1982). Se trata de tener en cuenta las normas, habitos y
convenciones, generalmente implicitos, que regulan el funcionamiento de la
clase de matematicas y que condicionan en mayor o menor medida los
conocimientos que construyen los estudiantes. En Godino, Font, Wilhelmi y
De Castro (2009) se aborda el estudio sistemdtico y global de estas nociones
tedricas desde la perspectiva del EOS, tratando de identificar sus conexiones y
complementariedades, y reconocer nuevos tipos de normas que faciliten el
analisis de los procesos de ensefanza y aprendizaje de las matematicas
(Figura 3).Tanto los factores como las normas pueden referirse a las seis
facetas que se deben tener en cuenta en el analisis de los procesos de
instruccion: epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, afectiva y
ecologica.
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Figura 3
Tipos de normas (Godino, 2014, p. 38)
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4.3. Teoria de la idoneidad didactica

En el sistema tedrico que configura el EOS se ha incluido la nocion de
idoneidad didactica como criterio sistémico de optimizacién de un proceso de
instruccion matematica (Godino et al., 2007; Godino, 2013). Se define como
el grado en que dicho proceso (o una parte del mismo) retine ciertas
caracteristicas que permiten calificarlo como Optimo o adecuado para
conseguir la adaptacion entre los significados personales logrados por los
estudiantes (aprendizaje) y los significados institucionales pretendidos o
implementados (ensefanza), teniendo en cuenta las circunstancias y recursos
disponibles (entorno). Esto supone la articulacion coherente y sistémica de
seis facetas: epistémica, ecoldgica, cognitiva, afectiva, interaccional y
mediacional (Figura 4).

Se parte de la base de que en las ciencias sociales y educativas es posible
formular criterios de idoneidad, en la forma de juicios de valor, “Se deberia
hacer esto y no aquello”, en aquellas circunstancias en que dichos juicios de
valor tienen caracter social y es posible explicitar un fundamento para su
formulacion. Conllevan una racionalidad, por lo que pueden ser objeto de
escrutinio cientifico (Bunge, 1999; Rugina, 1998).
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Figura 4
Idoneidad didactica (Godino, 2013, p. 116)
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4.4. Formacion de profesores: El modelo CCDM

La investigacion en didactica de las matematicas como campo cientifico y
tecnologico debe abordar el problema de la formacion de profesores, como un
medio fundamental de incidir sobre la practica educativa. En consecuencia, se
debe abordar la cuestion,

En el marco del EOS se ha desarrollado un modelo de conocimientos
didactico-matematicos para la formacion de profesores (Godino, 2009;
Godino, Giacomone, Batanero, & Font, 2017). La Figura5 resume las
dimensiones matematica, didactica y meta-didactica (D’Amore, Font, &
Godino, 2007) que se deben tener en cuenta en dicho modelo, las fases del
disefio didactico (estudio preliminar, disefio, implementacién y evaluacion),
las facetas (epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y
ecologica) y los niveles de analisis (problemas, practicas, objetos y procesos).
Este sistema de elementos proporciona criterios para categorizar los
conocimientos didactico-matematicos que deben tener en cuenta los planes de
formacion de profesores de matematicas.
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Figura 5

Dimensiones y componentes del Conocimiento Diddctico-Matemdatico (CDM) (Pino-
Fan & Godino, 2015, p. 103)
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5. Segunda etapa de hibridacion de teorias: Otros trabajos de
articulaciéon de marcos teéricos desde la perspectiva del EOS

En la Figura 6 se indica que las herramientas aportadas por el EOS se agrupan
en cinco modulos o teorias parciales: Teoria del significado pragmatico
(sistema de practicas operativas, discursivas y normativas); Teoria de las
configuraciones ontosemidticas (tipos de objetos y procesos y dualidades
epistémico-cognitivas); Teoria de las trayectorias didécticas; Teoria de la
dimension normativa; Teoria de la idoneidad didactica. Se menciona en dicho
diagrama un conjunto de teorias usadas en educacion matematica conectadas
con los distintos médulos del EOS. No se pretende indicar que dichas teorias
estan incluidas en el EOS, sino que cada una de las teorias parciales del EOS
guarda un ‘parecido de familia’ con dichas teorias y que, en cierto sentido,
podrian ser ‘acomodadas’ en el EOS con adaptaciones mas o menos intensas
en algunos de los presupuestos y métodos de las teorias implicadas.
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Figura 6
Asimilacion y acomodacion de teorias
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Este trabajo de asimilacién y acomodacion de teorias se ha iniciado en
diversos articulos, aunque sin duda no se puede dar por concluido. En la
seccion 3 he descrito como las nociones de significado pragmatico de un
objeto matematico, configuracion epistémica y cognitiva de objetos y procesos
emergieron con la pretension de articular nociones epistemologicas y
cognitivas usadas en la didactica francesa. Este trabajo de articulacion se
inici6 en Godino y Batanero (1994) y fue ampliado en Godino, Font,
Contreras y Wilhelmi (2006) y D’Amore y Godino (2007), donde se presenta
el EOS como un desarrollo de la TAD.

El papel de las representaciones internas y externas en el aprendizaje de las
matematicas es un tema que ha sido objeto de atencion por diversos autores
(Goldin, 2002). Los trabajos de Duval (2006) estan relacionados también con
esta problematica. Esta cuestion se aborda en el EOS al incluir el lenguaje, en
sus diferentes registros, como uno de los elementos de las configuraciones
ontosemidticas en interaccion con los restantes tipos de entidades. Varios
articulos han sido publicados donde abordamos la articulacion del EOS con
estas teorias (Font, Godino, & Contreras, 2008; Godino & Font, 2010; Godino,
Wihelmi, Blanco, Contreras, & Giacomone, 2016; Pino-Fan, Guzman, Font, &
Duval, 2015).

La teoria APOS (Accién, Proceso, Objeto y Esquema) desarrollada por
Dubinski y colaboradores (Dubinski, 1991; Cottrill et al., 1996) ha sido objeto
de analisis y comparacion con el EOS en varios trabajos publicados por Font y
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colaboradores. En Font, Trigueros, Badillo y Rubio (2015) se compara y
contrasta la manera en que se conceptualiza la nocién de objeto matematica en
la teoria APOS y el EOS. Como contexto de reflexion, se disefia una
descomposicion genética APOS para la derivada y se analiza desde el punto de
vista del EOS. Los resultados de este estudio muestran algunos puntos en
comun y algunos vinculos entre estas teorias y sefalan la naturaleza
complementaria de sus construcciones. En Borji, Font, Alamolhodaei y
Sanchez (2018) se analiza la comprension de los estudiantes universitarios
sobre la grafica de una funcion y su derivada aplicando APOS y EOS.

Las nociones de contrato didactico, norma social y sociomatematica son
claves en distintas teorias didacticas, siendo diversa su conceptualizacion y
ambito de aplicacion (Brousseau, 1988; Yackel & Cobb, 1996). En Godino,
Font, Wilhelmi y Castro (2009) hacemos una sintesis de los variados modos
de entender el contrato didactico y las normas en didactica de las matematicas,
y desarrollamos una perspectiva que integra estas nociones, como parte de la
«dimension normativa de los procesos de estudio». La consideracion de esta
perspectiva, desde un enfoque ontosemiotico, da lugar a una categorizacion de
las normas segun la faceta de los procesos de estudio a la que se refieren las
normas: epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, afectiva y
ecologica. Finalmente, mostramos cémo la aplicaciéon de los criterios de
idoneidad didactica de un proceso de estudio se integra junto a las normas
matematicas, sociales y sociomatematicas en la dimension normativa,
incorporando una racionalidad axioldgica en el analisis didactico.

Comprender en profundidad los procesos de aprendizaje de los alumnos es
uno de los principales retos de la investigacion en educacion matematica para
lo cual se dispone de diferentes lentes teodricas. La cuestion es como se
comparan y contrastan estas diferentes lentes, y como pueden coordinarse y
combinarse para proporcionar una vision mas completa sobre el tema de
estudio. Para investigar esto, en Drijvers, Godino, Font y Trouche (2013), se
analiza un episodio de clase con dos lentes teoricas, la perspectiva de génesis
instrumental y el EOS. Los resultados de este andlisis conjunto proporcionan
una vision rica de los fendmenos observados y ayudan a identificar las
posibilidades y limitaciones de cada uno de los dos enfoques tedricos y a
articularlos.

El dilema entre modelos didacticos centrados en el estudiante (indagativos-
constructivistas) o en el profesor (transmisivos-objetivistas) es abordado en el
marco del EOS en diversos articulos (Godino, Rivas, Burgos, & Wilhelmi,
2019; Godino, Burgos, & Wilhelmi, 2020; Godino & Burgos, 2020). Teniendo
en cuenta la complejidad ontosemiotica del conocimiento matematico se
argumenta a favor de un modelo didactico hibrido que requiere entretejer de
manera dialéctica y compleja los momentos de transmision del conocimiento
con los momentos de indagacién del estudiante. La implementacion de
trayectorias didacticas idoneas, implica la articulacion de diversos tipos de
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configuraciones didacticas gestionadas por el profesor mediante criterios de
idoneidad, los cuales deben tener en cuenta las dimensiones epistémica,
cognitiva, afectiva, interaccional y mediacional.

En Godino, Beltran-Pellicer y Burgos (2020) abordamos el problema de la
articulacion de la Teoria de la Objetivacion (TO) (Radford, 2008b; 2014) y el
EOS. Como primera aproximacion al problema, se describen los principios y
conceptos basicos de ambas teorias y se identifican algunas concordancias y
complementariedades. Para contextualizar la reflexion se usa el informe de
una investigacion empirica sobre interpretacion de un grafico cartesiano que
representa el movimiento relativo, planteada en el marco de la TO. Aunque
ambas teorias comparten principios socioculturales sobre la naturaleza de las
matematicas y los procesos de aprendizaje, este ejemplo permite reconocer el
diferente énfasis que ponen ambos enfoques en el andlisis de las dimensiones
epistemologica, ontologica y semiotico-cognitiva, y las implicaciones de estas
diferencias sobre la dimension instruccional. Fandifio Pinilla (2020) analiza
algunos puntos de contacto y divergencias entre TAD, TSD, EOS y TO. Sin
duda, el encomiable esfuerzo iniciado en este articulo de encontrar similitudes
entre estas teorias debera ser continuado, profundizando en la clarificacion de
las identidades, limites y razén de ser de cada una de ellas.

En Rodriguez-Nieto, Font, Borji, & Rodriguez-Vasquez (2021) se presenta
un trabajo de articulacion de la Teoria Extendida de las Conexiones
Matematicas (ETC) y el Enfoque Ontosemidtico (OSA). Se identifican
concordancias y complementariedades en las respectivas concepciones de las
conexiones matematicas, como resultado de aplicar estos marcos tedricos al
protocolo de respuesta de un estudiante al resolver una tarea sobre la derivada.
En primer lugar, se identificaron las conexiones matematicas desde la
perspectiva de la ETC y, en segundo lugar, se realizO un analisis
ontosemidtico en el que se analizaron las practicas matematicas, los objetos
matematicos primarios activados en ellas y las funciones semiodticas
establecidas entre estos objetos. La principal conclusion es que ambas teorias
se complementan para realizar un analisis mas detallado de las conexiones
matematicas. En particular, el analisis mas detallado realizado con las
herramientas del EOS, visualiza una conexion matematica como la punta de
un iceberg de un conglomerado de practicas, procesos, objetos primarios
activados en estas practicas y las funciones semioticas que los relacionan.

Sobre la problematica de la formacion de profesores, en Godino (2009) se
comienza a desarrollar el modelo de conocimientos didactico-matematicos
(modelo CDM) del profesor de matematicas, revisado y ampliado en Pino-Fan
y Godino (2015) y en Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017). Se parte
de la bibliografia existente sobre el tema, en particular del modelo de
conocimiento del profesor propuesto por Shulman (Shulman, 1986; 1987) y
las adaptaciones realizadas por diversos autores al campo de la educacion
matematica, en particular del modelo MKT (Ball, 2000; Ball, Lubienski, &
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Mewborn, 2001). Tras identificar algunas limitaciones en los modelos
considerados proponemos un modelo que comprende categorias de analisis
mas finas de los conocimientos didactico-matematicos del profesor, basado en
la aplicacion de las herramientas del EOS.

6. Reflexiones sobre la hibridacion y competicion de marcos
tedricos

Como hemos indicado, con el EOS no se trata de construir una “teoria
holistica, que lo explique todo”, sino de avanzar en la construccion de un
sistema de herramientas conceptuales y metodologicas que permitan hacer los
analisis de nivel macro y micro de las dimensiones epistémica, ontoldgica,
cognitiva, instruccional y ecologica implicadas en los procesos de ensefanza y
aprendizaje de las matematicas, asi como las interacciones entre las mismas.
En el caso de las nociones epistémicas y cognitivas analizadas en la seccion 3
se ha considerado que la mera superposicion o amalgama de herramientas
tedricas no es posible, dada su heterogeneidad y parcialidad, por lo que se ha
procedido a la elaboracién de una nueva entidad con un claro caracter hibrido.
El constructo teorico configuracion ontosemidtica (Figura 1) guarda un
“parecido de familia” con las nociones de concepto, concepcion, registro de
representacion semiotica, saber, conocimiento, praxeologia matematica, pero
no es reducible a ninguna de ellas, por lo que requiere una designacion
especifica. Los autores consideran que esta nocion puede hacer mas eficaz el
trabajo de las nociones matrices, al permitir analizar al nivel macro y micro la
actividad matemadtica institucional y personal, y comprender mejor las
relaciones entre ambas dimensiones del conocimiento matematico. Esta
afirmacién requiere, no obstante, un trabajo analitico y experimental mas
profundo que el realizado en esta breve presentacion y el aportado en Godino,
Font, Contreras y Wilhelmi (2006).

Es claro que las nuevas entidades introducidas en el EOS entran en
competicién con las ya existentes, teniendo ante si el dificil problema de
probar su eficacia relativa para resolver las cuestiones paradigmaticas del
campo. Es necesario avanzar en la comparacion de los resultados que se
puedan obtener con los marcos tedricos matrices y los nuevos constructos
emergente, lo que constituird la prueba de su posible supervivencia.

Aunque la articulacion con otros marcos teoéricos ha sido un tema central
del EOS, como se refleja en las publicaciones realizadas, no obstante es
necesario continuar con esta problematica, analizando las concordancias y
complementariedades como fuente de mutuo enriquecimiento. No obstante, en
este ambito encontramos una dificultad critica. La perspectiva holistica del
EOS, su caracter sistémico e inclusivo basado en la asuncion de presupuestos
no solo ontosemidticos, sino también pragmatistas, antropoldgicos y
socioculturales, plantea una dificultad en su relacion con otros marcos
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tedricos. Parece natural, desde el punto de vista ecologico-social, que
cualquier marco tedrico, por ejemplo, la Etnomatematica (D’ Ambrosio, 1985;
Oliveras & Godino, 2015) o la Socioepistemologia (Cantoral, Reyes-
Gasperini, & Montiel, 2014), defiendan su propia identidad ante los intentos
de asimilacion y acomodacion por el EOS (Godino, 2017).

El analisis ecologico esbozado de las nuevas ideas emergentes se debe
complementar con el analisis sociologico correspondiente (Grugeon-Allys,
Godino, & Castela, 2016); no es suficiente haber generado una nueva entidad
hibrida potencialmente fuerte, es necesario que se den las circunstancias
sociales y materiales para su desarrollo. Es necesario atraer a jovenes
investigadores que se involucren en el estudio, comprension y aplicacion de
los nuevos instrumentos, y lograr atraer los recursos necesarios para realizar
las investigaciones, comunicar, discutir y publicar los resultados.

Reconocimiento

Investigacion realizada como parte del proyecto de investigacion PID2019-
105601GB-100, con apoyo del Grupo de Investigacion FQM-126 (Junta de
Andalucia, Espafia).
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